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Probeklausur

Bitte beachten Sie folgende Hinweise: Die Probeklausur hat keinerlei Einfluss auf die Priifungszulassung
oder die endgiiltige Note. Sie dient lediglich dazu, einen Eindruck von den Klausuraufgaben zu vermitteln.

Aufgabe 1:

(a) Gegeben sei die Rekursionsgleichung
T(n) =8 -T(n/2) +Tn?

fiir n > 2 und T'(1) = ©(1). Geben Sie eine moglichst einfache Funktion g an, fiir die T'(n) = ©(g(n)) gilt.
Begriinden Sie, warum Ihre Wahl korrekt ist.

(b) Geben Sie eine méglichst einfache Funktion f mit Y ;- log,(i) = ©(f(n)) an.

(c) Wir betrachten ein Feld A mit Eintrégen aus {0,...,255}. Prof. G. Witzt behauptet, dass er einen Al-
gorithmus entwickelt hat, der Felder dieses Typs in Zeit O(nloglogn) sortieren kann. Ist das moglich?
Begriinden Sie Thre Antwort!

(d) Welche Gestalt miissen die Ableitungsregeln einer kontextfreien Grammatik G = (X,V, S, P) besitzen,
damit G in Chomsky-Normalform ist?

(e) Wie sieht ein lineares Programm in kanonischer Form aus?

(f) Geben Sie die Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus von Kruskal in ©-Notation an. Wie dndert sich diese
Laufzeit, wenn man eine Union-Find-Datenstruktur verwendet, die fiir jede Folge von u UNION-Befehlen
und f FIND-Befehlen Zeit O(u + f) benotigt? Begriinden Sie Thre Antwort.



Aufgabe 2:

(a) Definieren Sie, was ein bindrer Suchbaum ist.

(b) Fiigen Sie den Schliissel 9 in den unten abgebildeten AVL-Baum ein.

(d) Es bezeichne A(h) die geringste Anzahl an Knoten, die ein AVL-Baum der Hohe h haben kann. Geben
Sie eine Rekursionsgleichung fiir A(h) an.

(e) Wir betrachten geschlossenes Hashing mit quadratischem Sondieren und einer Hashtabelle der Grofe
m = 11. Fiigen Sie die Schliissel

40,14,23,6,12, 18, 30,24, 8, 36

in der angegebenen Reihenfolge geméf der Hashfunktion h(z) := x mod m in die Hashtabelle ein. Es
geniigt, das Endergebnis aller Einfiigeoperationen anzugeben.

Hashtabelle T:




Aufgabe 3:

(a) Der Floyd-Warshall-Algorithmus erzeugt auf dem unten abgebildeten Graphen eine Sequenz von Matrizen,

die wir mit D, DM D® bezeichnen. Die ersten drei dieser Matrizen sind gegeben durch
1 o 0o -2 -3 -1
-1 1 co 0 -1 1
(2)
0 cof Wd P 4 2 0 3
-3 0 oo oo -3 0

(b) Bestimmen Sie mithilfe des Algorithmus von Kruskal einen minimalen Spannbaum auf dem unten abge-

bildeten Graphen.
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(c) Geben Sie die Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus von Ford und Fulkerson aus der Vorlesung an und
beweisen Sie diese.

(d) Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender ungerichteter Graph mit einer Kantengewichtung w: E — Rsg
derart, dass keine Kantengewichte mehrfach vorkommen. Die Kanten von G seien so mit ey, ..., e, durch-
nummeriert, dass w(e;) < w(ez) < ... < w(ey,) gilt. Des Weiteren sei 7' ein minimaler Spannbaum von G
beziiglich der Kantengewichtung w. Geben Sie fiir ¢ = 1, fiir ¢« = 2 und fiir ¢« = 3 eine sowohl notwendige
als auch hinreichende Bedingung an, unter der e; € T gilt. Begriinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Da der Algorithmus von Kruskal nur einen mdglichen minimalen Spannbaum liefert, kénnen Sie
nicht ohne Weiteres die Vorgehensweise des Algorithmus von Kruskal zur Argumentation heranziehen.

(e) Gegeben seien ein gerichteter Graph G = (V, E) in Adjazenzlistendarstellung mit einer Kantengewichtung
w: E — {1,2} und ein Startknoten s € V. Geben Sie einen Algorithmus an, der in Zeit O(|V| + |E|) den
Abstand von s zu jedem Knoten v € V' berechnet. Begriinden Sie, warum Ihr Algorithmus korrekt ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunichst, wie Sie vorgehen wiirden, wenn alle Kantengewichte gleich 1 wiren.



Aufgabe 4:

(a)

Geben Sie ein fiktives Miinzsystem und einen Wechselgeldbetrag fiir das Wechselgeldproblem an, fiir die
der Greedy-Algorithmus aus der Vorlesung keine optimale Losung berechnet.

Hinweis: Das Miinzsystem muss aus positiven ganzzahligen Werten bestehen und eine Miinze mit dem
Wert 1 enthalten.

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V| E) mit einer Kantengewichtung w: E — R. Die Knoten des
Graphen seien mit 1,...,n durchnummeriert und fiir alle Kanten (i,7) € E gelte i < j. Geben Sie ein
dynamisches Programm an, das in Zeit O(|V|+ |E|) die Absténde §(1,v) fiir alle Knoten v € V' berechnet.
Begriinden Sie, warum Thr Algorithmus korrekt ist.

Hinweis: Sie konnen annehmen, dass fiir jeden Knoten v eine Liste der eingehenden Kanten (u,v) € E
vorliegt.

Wir betrachten das Rucksackproblem mit 4 Objekten, deren Gewichte und Nutzenwerte in der untenste-
henden Tabelle aufgelistet sind, und einem Rucksack mit Kapazitit 24.

1 1 2 3 4
w; 10 7 8 6
Di 3 2 3 2

Bestimmen Sie mithilfe des dynamischen Programmes aus der Vorlesung oder aus der Ubung eine optimale
Losung fiir diese Instanz. Geben Sie auch die Tabelle an, die in dem dynamischen Programm berechnet
wird.

Hinweis: Fiillen Sie nur so viele Spalten der Tabelle aus wie nétig.

Aufgabe 5:

(a)

Wandeln Sie das Optimierungsproblem

minmax{c; - x,...,cp - x}
Ax <b
x>0

in ein dquivalentes lineares Programm um.

Ein Integer Linear Program (ILP) ist ein lineares Programm, in dem alle Variablen nur ganzzahlige Werte
annehmen diirfen. Die Koeffizienten in der Zielfunktion und in den Nebenbedingungen kénnen weiterhin
reell sein.

Formulieren Sie das Wechselgeldproblem mit einem Miinzsystem M = {cy,...,cx} aus der Vorlesung als
ILP.

In einer Fabrik werden zwei Chemikalien A und B hergestellt. Dafiir gibt es zwei verschiedene Prozesse 1
und 2, die beide eine Grundsubstanz X bendtigen. Prozess 1 dauert 2 Stunden, ben&tigt 100 ml der Sub-
stanz X und liefert 2 ml von Chemikalie A sowie 1 ml von Chemikalie B. Prozess 2 dauert 3 Stunden,
bendtigt 200 ml der Substanz X und liefert 3 ml von Chemikalie A sowie 2 ml von Chemikalie B. Ins-
gesamt stehen 60 Arbeitsstunden und 4 1 der Substanz X zur Verfiigung. Der Gewinn beim Verkauf von
Chemikalie A liegt bei 16 Euro pro Milliliter und bei Chemikalie B bei 14 Euro pro Milliliter. Ziel ist es,
den Gewinn zu maximieren.

Formulieren Sie dieses Problem als lineares Programm (LP). Beschreiben Sie die Bedeutung der Variablen,
die Sie in Threm LP benutzen.



Aufgabe 6:

(a) Geben Sie das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen an.
(b) Bringen Sie die Grammatik G = ({a,b,¢,d},{S, A, B,C, D}, S, P) mit den Ableitungen
S — ABC,d A— BC,D,a B — AC,DC,c C —a,b,c,d D — AB,cd

auf Chomsky-Normalform.

(c) Ist die Sprache L = {a"b™c™ : n > 1} iiber dem Alphabet ¥ = {a,b,c} kontextfrei? Beweisen Sie Ihre
Vermutung.



